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Kodowanie liczb catkowitych
w systemach komputerowych
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System pozycyjny

©

ystemy addytywne — znaczenie historyczne

+o0 ;
A:Z- rid;
[ =—00

r — podstawa systemu liczbowego (radix)
* A —wartosc liczby

© S
© S

©

ystemy pozycyjne

° a-cyfra
* |- pozycja cyfry

np.
-13125, . =-1101,0101

dziesietnie
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Reprezentacja czesci ulamkowej

€ Liczby, ktore majg skonczong postac w jednym
systemie, moga mieC nieskonczone rozwiniecie
w innych systemach (!)

np. 0,1 = -0,0(0011)

' " dziesigtnie dwojkowo

Jaki bedzie efekt dziatania tego programu?
Na czym polega btgd programisty?

#include <stdio.h>

int main|()

{
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double 1i;
for (i=0; i'=1l; i+=0.1l) printf("%£f\n",i);
}




Podstawa systemu liczbowego

€ Podstawa systemu r (radix)

* ma statg wartosc dla wszystkich pozycji cyfry (fixed-radix)
dziesietny, szesnastkowy, 0semkowy, dwojkowy
* moze miec¢ rozng wartosc dla réznych pozycji (mixed-radix)
czas: godzina, minuta, sekunda r= (24,60,60)
kat: stopnie, minuty, sekundy r = (360,60,60)
factoradic r= (... 5!, 41 3!, 2!, 1) = (... 120, 24, 6, 2, 1)
54321 =719

factoradic dziesietnie

ox5l+ 4x41 + 3x31 + 2x21 + 1x1I= 719
primoradicr= (... 11,7, 5,3, 2, 1)
54321 =69

primoradic dziesigtnie
OX7 + 4x5+ 3x3 + 2x2 + 1x1 =69
* nie musi by¢ liczbg naturalng (liczby ujemne, wymierne, zespolone)

54321, = -462810
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dziesietnie
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Cyfry systemu liczbhowego

€ System o podstawie r, ktory wykorzystuje standardowy
zestaw cyfr [0..r-1] to system nieredundantny
 dwojkowy — 0, 1
* dziesietny — 0... 9
* szesnastkowy — 0... F
€ System, ktory posiada wiecej cyfr niz r jest systemem
redundantnym
* dwojkowy — 0,1,2 lub -1,0,1
° dziesietny — 0...94, & ¥ ¢
€ W systemach redundantnych reprezentacja liczby nie
jest unikalna

o dwojkowy [0,1,2]: 1000 = 8 | 0120=28

dziesietnie dziesietnie



Klasyfikacja (kryterium: redundancja)

Systemy pozycyjne o statej podstawie r (r — liczba naturalna)
| zestawie cyfr: [-a, ]

redundancja
p:O p21
p=a+B+1-r
Generalized
Nonredundant signed-digit (GSD)
a=0 A
Conventional Nonredundant ?S/Ig][l)mal g%rlsmmlmal
signed-digit
o= aZB a=p 0B
(ev
Asymmetric Symmetric Asymmetric

minimal GSD nonminimal nonminimal
Symmetric GSD GSD
minimal GSD a;/\2=1(r¢2)
rzzl Saved-carry  Nonbinary PA‘ r/\
Binary signed-digit (SC) SB
(BSD) r=zi
Zastosowania w arytmetyce komputerowej

Binary saved-carry BSD, radix=2, cyfry: -1, 0, 1
(BSC) BSC, radix=2, cyfry: 0, 1, 2
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Kodowanie liczb catkowitych

€ W standardowym systemie liczbowym o podstawie r,
Za pomocg n-cyfrowej liczby:

€ mozna reprezentowac liczby z zakresu [0 ... r"-1]

\

€ liczba roznych reprezentacji wynosi r
o system dwojkowy: 8-bitow, zakres 0...255, roznych liczb 256
* system pigtkowy: 3-cyfry, zakres 0...124, rdznych liczb 125

€ lle cyfr potrzeba na zapis liczb w zakresie [0 ... max]?

&

n=ceil |log, (max+1)|= floor|(log max)|+1
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np. do zapisania 50000 liczb w kodzie dwojkowym potrzeba:
0g,50000  =15.61 — (ceil) — 16 cyfr (bitow)
l0g,49999+1 = 16.61 — (floor) — 16 cyfr (bitow)
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Wybor optymalnej podstawy

€ Kryteria:
* mozliwie krotka reprezentacja (mate n) i mato cyfr (mate r)

 wygodna implementacja fizyczna
* proste” algorytmy arytmetyczne

€ Jaki system liczbowy (o jakie] podstawie) bedzie
,najlepszy" do kodowania liczb w zakresie [0...max]?

€ Kryterium matematyczne (jedno z wielu):
€E(r)=r*n

gdzie r— podstawa systemu dla n-cyfrowej liczby

Wymagany jest kompromis pomigdzy matymi wartosciami
r (tatwa implementacja) i n (efektywny zapis)



Wybor optymalnej podstawy (c.d.)

~

S

Sl € Szukamy minimum funkcji E(r) = r *ndla r>1

§ In(max+1)

S E(r)=rxn=rxlog, (max+1)=r* T —1n (max +1) % —

§ In(r) In(r)

S _

S d—E=ln(nfzazx—l—1)>l<ln(’;> L

g ar In"(r)

% 7 optimar = €=2.71

S |I xloglx) ——

i Optymalna, w sensie E(r), podstawa to 3, e

S ale podstawa 2 jest niewiele gorsza

% i duzo bardzie praktyczna ze wzgledu |

E na realizacje fizyczng S

=N E(2)_ E(10) _ of e
———=1.056,——=1.5 L
E(3) E(2)




Naturalny kod binarny (NKB, NBC)

€ Zaktadamy, ze pod pojeciem NKB bedziemy rozumieli
€ system stato-pozycyjny o podstawie 2 i cyfrach 0 1
€ n-bitowg reprezentacje liczb nieujemnych [0 ... max]

n—1

=22
A, 1Q,..a,ay=2, _ 2a,

4-bity:  zakres 0 ...2*-1 — 0...15 (1 cyfra hex)

8-bitow: zakres 0 ... 28-1 — 0 ... 255 (2 cyfry hex)

16-bitow: zakres 0 ... 2%-1 — 0 ... 65 535

32-bity:  zakres 0 ... 2%-1 — 0 ... 4 294 967 295

64-bity: zakres 0...2%-1 — 0... 18 446 744 073 709 551 615
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€ NKB nie pozwala na zapis liczb ujemnych



Kody specjalne

€ Kod Graya — dwojkowy kod niepozycyjny

€ ze kazde dwa kolejne stowa kodowe roznig sie tylko stanem
jednego bitu.

€ kod cykliczny — ostatni i pierwszy wyraz tego kodu takze
spetniajg zasade roznicy tylko na jednym bicie

€ zastosowanie: unikanie stanow przejsciowych w uktadach
elektroniki cyfrowej (przetworniki analogowo-cyfrowych,
czujniki potozenia/obrotu, etc.)

wartos¢ Gray

0 000
001
011
010
110
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111
101
100

NOOaA~OWOWN-=-




Kody specjalne

€ Kod BCD - Binary-Coded Decimal

P

€ kodowanie cyfr dziesietnych za pomocg czterech bitow,
w jednym bajcie mozna zapisac liczbe z zakresu 0...99

€ zastosowania:

e do sterowania wyswietlaczami cyfrowymi w urzadzeniach
elektronicznych

* do przechowywania i obliczen bezposrednio na liczbach
dziesietnych, bez konwersji do kodu dwojkowego.

cyfra BCD
0000
0001
0010
0011
0100 5127_.. = 0101000100100111___
0110
0111
1000
1001
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Kodowanie liczb ujemnych catkowitych

©

= Mapowanie liczb ujemnych na zakres NKB
ntuicyjna reprezentacja liczb ujemnych

©

©

Proste operacje arytmetyczne (dodawanie | negacja)

©

= Kod znak-modut: ZM, (ang. SM)
= Kod z przesunieciem (ang. Bias, Excess-N)
= Kod uzupetnieniowy: U2, U1, (ang. 1C, 2C)

©

©
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Kod znak-modut (ZM)

€ Najstarsze i najprostsze rozwigzanie

©

= W kodzie dwojkowym:

* najbardziej znaczacy bit liczby stuzy do kodowania znaku
(1 - ujemna, 0 — dodatnia)
* reprezentowane sg liczby z zakresu [-2""+1, 2"-1]
€ Zalety:
* intuicyjna reprezentacja
* symetryczny zakres 49, = 00110001,

* proste operacja negacji ~49¢c = 10110001,
& Wady: +0,.. = 00000000,

-0,.. = 10000000
« skomplikowane dodawanie !!! DR ZM
* podwojna reprezentacja zera
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Kod znak-modut (ZM)

e -1 0 —
’ e |l

mapowanie na NKB

o
S 1101 :
£/ s :
: =
& 1100 :
= X
X 4 2
E —

1011
3
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Kody z przesunieciem (Bias, Excess-N)

©

= Zakres [-N, +P] jest mapowany na [0, N+P]

©

= Polega na dodaniu przesuniecia (bias=N) do liczby

[-4,+11] — [0, 15], bias = 4
-1 -5 3

€ Zalety:
* intuicyjna reprezentacja
* linlowe mapowanie — tatwe operacje porownania

= Wady:

 dodawanie/odejmowanie wymaga korekcji wyniku
* mnozenie i dzielenie doS¢ skomplikowane

©
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n-bitowy kod Excess-2"

€ W n-bitowym kodzie dwojkowym Excess-2""

€ reprezentowane sg liczby z przedziatu [-2, 2"'-1]

€ przesunigcie (bias) wynosi 2" (MSB = 1, pozostate bity 0)

€ najbardzie] znaczacy bit liczby powala poznac znak
(0 — ujemna, 1 — dodatnia lub 0) — przeciwnie do ZM

€ dodanie lub odjecie przesuniecia wymaga jedynie operacji
na najbardziej znaczacym bicie liczby (korekta na MSB)

€ negacja liczby polega na negacji wszystkich bitow i dodaniu
jedynki do catosci
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16— 16__.+bias = 16___+ 128___ = 10010000
-16,_. — -16___+ bias =-16___+ 128___= 01110000

excess-128

excess-128




n-bitowy kod Excess-2™

e -1 0 e
B -1 0 s

mapowanie na NKB

Inkrementacja
Inkrementacja
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Kody z przesunieciem — arytmetyka

€ Operacje dodawania i odejmowania wymagajq
korekcji wyniku:

X =X + bias
Y =y + bias

X+Y—x+bhias+y+bias=x+y+2"bias — (X +Y) - bias
X-Y— x+bias -y - bias =x -y + 0*bias — (X - Y) + bias
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Operacje *bias to zmiana tylko bitu MSB

Uwaga na przekroczenie zakresu!
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Kody uzupetnieniowe

©

= Lakres [-N, +P]
Reprezentacja

©

©

jest mapowany na [0, N+P]
iczb dodatnie jest bez zmian

Postac liczb ujemnych oblicza sie jako uzupetienie

do statej uzupetniania M — M = N+P+1

-Xx=M-=Xx

©

= Zalety:

[-4,+11] —[0,15], M = 16
115

€ proste operacje arytmetyczne, identyczna jak w NKB !!!

€ mato intuicyjna reprezentacja (?)
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Kod uzupetnienia dwojkowego (U2)

reprezentowane s liczby z przedziatu [-2™1, 2™'-1]

©

stata uzupetnienia M wynosi 2" (radix-complement)

©

najbardziej znaczacy bit liczby powala poznac znak
(1 —ujemna, 0 — dodatnia)

©

©

Negacja liczby:
“X=M-x=2"-x=(2"-1)-x+1=11..1_ -x+1=
= negacja_bitowa(x) + 1

€ Arytmetyka modulo-M

€ w kodzie dwodjkowym: ignorowanie bitu przeniesienia
(C — Carry) z pozycji n-1 (drop carry-out)



Kod uzupetnienia dwojkowego (U2)

€ Obliczanie postaci/wartosci liczby ujemne;
a) negacja_bitowa(x) + 1
b) ze wzoru definicyjnego —x = M-x
C) Ze WZOru pozycyjno-wagowego

_ n—1 n=2 i
Aypy==2 an—l—l_zi:() 2 a,
\. J J

N4 N4

znak z wagg ujemng modut w NKB
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Kod uzupetnienia dwojkowego (U2)

L -1 0 e e
x - FEEN -1

mapowanie na NKB

Inkrementacja
Inkrementacja
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Kod uzupetnienia jedynkowego (U1)

€ reprezentowane sg liczby z przedziatu [-2"'+1, 2"1-1]
tata uzupetnienia M wynosi 2"-1 (digit-complement)

©

©

S
najbardziej znaczacy bit liczby powala poznac znak
( — ujemna, 0 — dodatnia)

©

1
= Dwie reprezentacje zera
= N

©

egacja liczby:

-x=M-x=2"-1-x=11..1_ - Xx=negacja_bitowa(x)
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€ Arytmetyka modulo-M

€ w kodzie dwojkowym: dodawanie bitu przeniesienia (C -
Carry) z pozycji n-1 do wyniku dziatania (end-around carry)




Kod uzupetnienia jedynkowego (U1)

L -1 0 e e
x - FEEN -1 0

mapowanie na NKB

Inkrementacja
Inkrementacja
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